
Hartree-­‐Fock-­‐Bogoliubov	
  Theory	
  
From	
  Stable	
  to	
  Weakly-­‐Bound	
  Nuclei	
  

	
  



microscopic	
  

phenomenological	
  

Ab	
  ini1o	
  approaches	
  -­‐	
  start	
  	
  
from	
  a	
  given	
  NN	
  force	
  
-­‐no	
  core	
  shell	
  model	
  
-­‐coupled	
  cluster	
  calcula?ons	
  
-­‐unitary	
  	
  correlator	
  method	
  

Mac-­‐mic	
  approach	
  
-­‐liquid	
  drop	
  model	
  plus	
  
shell	
  correc?ons	
  
-­‐phenomenological	
  input	
  

Microscopic	
  models	
  based	
  on	
  
effec?ve	
  interac?ons	
  or	
  	
  
energy-­‐density	
  func?onals	
  

Large	
  scale	
  Shell	
  Model	
  
calcula?ons	
  

Self-­‐consistent	
  
mean-­‐field	
  models	
  

Theories	
  of	
  Nuclear	
  Structure	
  



The	
  Nuclear	
  Many-­‐Body	
  Problem	
  

0	
  ħω	
  Shell	
  Model	
  

Ab	
  ini?o	
  few-­‐body	
  
calcula?ons	
  (GFMC)	
  
No-­‐core	
  Shell	
  Model	
  



Self-­‐consistent	
  mean-­‐field	
  models	
  

Mean-­‐field	
  approxima?on:	
   the	
  dynamics	
  of	
  the	
  nuclear	
  many-­‐body	
  system	
  is	
  represented	
  by	
  
independent	
  nucleons	
  moving	
  in	
  a	
  self-­‐consistent	
  poten?al.	
  

Self-­‐consistent	
  poten?al:	
   corresponds	
  to	
  the	
  actual	
  density	
  distribu?on	
  for	
  	
  
a	
  given	
  nucleus.	
  

Advantages	
  of	
  the	
  SCMF	
  approach:	
  	
  

✧	
  use	
  of	
  global	
  effec?ve	
  nuclear	
  interac?ons	
  (used	
  for	
  all	
  nuclei!)	
  
✧	
  can	
  be	
  applied	
  to	
  arbitrarily	
  heavy	
  systems,	
  including	
  superheavy	
  nuclei	
  
✧	
  intui?ve	
  picture	
  of	
  intrinsic	
  shapes	
  



The	
  General	
  Varia?onal	
  Principle	
  

→	
  any	
  state	
  which	
  makes	
  the	
  func?onal	
  E[Ψ]	
  	
  
sta?onary,	
  when	
  |Ψ>	
  is	
  allowed	
  to	
  vary	
  over	
  the	
  	
  
whole	
  Hilbert	
  space,	
  is	
  an	
  eigenstate	
  of	
  the	
  	
  
hamiltonian	
  H	
  with	
  the	
  eigenvalue	
  E.	
  

→	
  varia?on:	
  

If	
  this	
  is	
  sa?sfied	
  for	
  any	
  varia?on	
  ⇒	
  	
  

Trial	
  wave	
  func?on:	
  

	
  ✧	
  single	
  Slater	
  determinant	
  ≡	
  Hartree-­‐Fock	
  approxima1on	
  
	
  ✧	
  quasi-­‐par?cle	
  vacuum	
  ≡	
  Hartree-­‐Fock-­‐Bogoliubov	
  approxima1on	
  
	
  ✧	
  linear	
  combina?on	
  of	
  a	
  finite	
  number	
  of	
  Slater	
  determinants	
  ≡	
  Shell	
  Model	
  
	
  ✧	
  con?nuous	
  superposi?on	
  of	
  Slater	
  determinants	
  ≡	
  Hill-­‐Wheeler	
  equa1on	
  

E[�] =
< �|H|� >

< �|� >

< �|�< �|+ < ��|

�E[�] = 0 =⇥ < ��|H � E|� >= 0

H|� >= E|� >



The	
  Hartree-­‐Fock	
  Approxima?on	
  

1.	
  Basics	
  of	
  a	
  mean-­‐field	
  descrip?on	
  	
  

The	
  basic	
  building	
  block	
  of	
  any	
  mean-­‐field	
  model	
  is	
  a	
  set	
  of	
  single-­‐nucleon	
  wave	
  func?ons:	
  

✧	
  the	
  number	
  of	
  single-­‐par?cle	
  wave	
  func?ons	
  	
  N	
  wf	
  is	
  larger	
  than	
  the	
  number	
  of	
  nucleons	
  A	
  

Crea?on	
  operator	
  for	
  a	
  nucleon	
  	
  
in	
  a	
  single-­‐par?cle	
  state	
  	
  i	
  

Crea?on	
  operator	
  for	
  	
  
eigenstates	
  of	
  posi?on	
  

HF	
  approxima1on:	
  the	
  state	
  of	
  a	
  nucleus	
  is	
  described	
  by	
  a	
  Slater	
  determinant:	
  

{⇤i(⌦x), i = 1, . . . , Nwf} , ⌦x = (⌦r,�, ⇥)

a+
i =

⇥
d3r

�

�t

�i(⌃x) a+
x

|�⌅ � det {�i(⌥x), i=1, . . . , A}

â+
i |�� = 0 1 � i � A âi|�� = 0 i > A



2.	
  Single-­‐par?cle	
  density	
  matrix	
  

	
  →	
  the	
  density	
  operator	
  associated	
  with	
  the	
  Slater	
  determinant	
  |Φ>	
  can	
  be	
  expressed	
  in	
  terms	
  of	
  	
  
the	
  single-­‐nucleon	
  orbitals:	
  

A	
  completely	
  an?symmetric	
  state	
  |Φ>	
  is	
  a	
  Slater	
  determinant	
  if	
  and	
  only	
  if	
  the	
  corresponding	
  	
  
density	
  matrix	
  ρ	
  is	
  a	
  projector	
  onto	
  the	
  Hilbert	
  space	
  spanned	
  by	
  occupied	
  single-­‐par?cle	
  orbitals:	
  

�ij =< i|�|j >=< �|a+
j ai|� >

� =
A�

i

|⇥i >< ⇥i| =
�

i

ni|⇥i >< ⇥i|

�2 = �



3.	
  Hartree-­‐Fock	
  equa?ons	
  

The	
  hamiltonian	
  of	
  the	
  system	
  :	
  sum	
  of	
  a	
  kine?c	
  energy	
  term	
  and	
  a	
  two-­‐body	
  poten?al:	
  

	
  →	
  the	
  expecta?on	
  value	
  in	
  a	
  Slater	
  determinant	
  |Φ	
  >:	
  

defines	
  the	
  energy	
  E	
  as	
  a	
  func?onal	
  of	
  the	
  single-­‐par?cle	
  density	
  matrix	
  ρ	
  associated	
  with	
  	
  
the	
  state	
  |Φ	
  >.	
  

the	
  varia?onal	
  equa?on:	
  

The	
  Hartree-­‐Fock	
  hamiltonian:	
  

→	
  hermi?an	
  operator	
  in	
  the	
  	
  
space	
  of	
  single-­‐par?cle	
  states	
  

H =
�

ij

< i|T |j > a+
i aj +

1
4

�

ijkl

< ij|V |kl > a+
i a+
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�
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From	
  the	
  varia?onal	
  equa?on:	
  

the	
  Hartree-­‐Fock	
  equa?on	
  

The	
  solu?on	
  of	
  the	
  Hartre-­‐Fock	
  equa?on	
  is	
  a	
  single-­‐par?cle	
  basis	
  in	
  which	
  both	
  h	
  and	
  ρ	
  are	
  diagonal.	
  

HF	
  orbitals	
  

the	
  HF	
  equa?on	
  is	
  non-­‐linear!	
  

Itera?ve	
  solu?on:	
  

1)	
  ini?al	
  guess	
  for	
  the	
  HF	
  orbitals	
  	
  

2)	
  with	
  this	
  density	
  matrix	
  ρ	
  construct	
  the	
  HF	
  hamiltonian	
  h	
  

3)	
  Diagonalize	
  h:	
  	
  new	
  set	
  of	
  HF	
  orbitals	
  	
  

Repeat	
  steps	
  2)	
  and	
  3)	
  un?l	
  two	
  successive	
  calcula?ons	
  give	
  the	
  same	
  HF	
  orbitals	
  to	
  a	
  desired	
  accuracy:	
  	
  	
  	
  
self-­‐consistent	
  HF	
  hamiltonian	
  

[h, �] ⇥ h�� �h = 0

h|�� >= e� |�� >

h = h[�]

|�� > =� ⇥ =
A�

�=1

|�� >< �� |

|��
� >



Empirical	
  evidence	
  for	
  pairing	
  correla?ons	
  

For	
  even-­‐even	
  nuclei	
  the	
  ground-­‐state	
  has	
  always	
  zero	
  angular	
  momentum,	
  i.e.	
  the	
  residual	
  
interac?on	
  lowers	
  this	
  par?cular	
  state	
  with	
  respect	
  to	
  other	
  ang.	
  momentum	
  combina?ons.	
  

Odd-­‐even	
  effect:	
  even-­‐even	
  nuclei	
  are	
  	
  
bound	
  more	
  ?ghtly	
  than	
  neighboring	
  	
  

odd-­‐A	
  nuclei.	
  

One-­‐neutron	
  separa?on	
  energies	
  in	
  Ce.	
  	
  

In	
  even-­‐even	
  nuclei	
  there	
  is	
  an	
  energy	
  gap	
  	
  
of	
  1-­‐2	
  MeV	
  between	
  the	
  ground	
  state	
  and	
  	
  

the	
  lowest	
  singe-­‐par?cle	
  excita?ons.	
  	
  	
  



Two	
  nucleons	
  in	
  the	
  same	
  shell:	
  

|nljj;J = 0M = 0⇥ =
�

m

< jmj �m|00 > |jm⇥|j �m⇥ =
1⇤

2j + 1

�

m

(�)j�m|jm⇥|j �m⇥

This	
  state	
  will	
  have	
  the	
  lowest	
  energy	
  for	
  a	
  short-­‐range	
  interac?on.	
  In	
  the	
  state	
  J	
  =	
  0	
  the	
  nucleons	
  
are	
  rela?vely	
  close	
  (the	
  spa?al	
  overlap	
  of	
  the	
  two	
  nucleon	
  densi?es	
  is	
  maximal),	
  whereas	
  they	
  are	
  
not	
  in	
  higher	
  angular	
  momentum	
  states.	
  

For	
  nuclei	
  between	
  closed	
  shells,	
  the	
  nucleons	
  (except	
  the	
  last	
  one)	
  will	
  be	
  paired	
  off	
  .	
  This	
  
configura?on	
  will	
  be	
  most	
  favorable	
  energe?cally.	
  To	
  excite	
  even-­‐even	
  nuclei,	
  either	
  a	
  pair	
  	
  
has	
  to	
  be	
  lijed	
  	
  to	
  a	
  higher	
  shell	
  or	
  it	
  has	
  to	
  be	
  broken.	
  For	
  odd	
  nuclei,	
  the	
  odd	
  unpaired	
  	
  
nucleon	
  can	
  simply	
  be	
  lijed	
  to	
  higher	
  orbits.	
  	
  



…	
  general	
  two-­‐body	
  interac?on:	
   V (1, 2) � 1
4

�

�,⇥,⇤,⌅

⇥�⇥|V |⇤⌅⇤a+
� a+

⇥ a⌅a⇤

PAIRING	
  HAMILTONIAN:	
  

a)	
  Two	
  par?cles	
  in	
  a	
  single-­‐j	
  shell	
  

HP = �G
�

m,m�>0

a+
jma+

j�maj�m�ajm�(�)2j+m+m�

2� = 2j + 1

The	
  number	
  of	
  states	
  occupied	
  by	
  2	
  nucleons:	
   N =
�

2j + 1
2

⇥

� =
2j + 1

2
Number	
  of	
  states	
  of	
  the	
  form	
  |m	
  –m>:	
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9
2
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9
2
,
7
2
,
5
2
,
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2
,
1
2
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degenerate	
  states.	
  

Example:	
  

Pairing	
  in	
  a	
  degenerate	
  single-­‐j	
  shell	
  



In	
  matrix	
  representa?on	
  the	
  pairing	
  Hamiltonian	
  reads:	
  

HP = �G

�

⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇤

1 1 . . . 1 0 0 . . . 0
1 1 . . . 1 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

⇥

⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌅

Ω	



with	
  the	
  two-­‐nucleon	
  basis	
  arranged	
  so	
  that	
  the	
  first	
  Ω	
  states	
  are	
  those	
  of	
  the	
  form	
  |m	
  –m	
  >.	
  	
  

|�0⇥ =
1⇤
�

�

⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇤

1
1
...
1
0
...
0

⇥

⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌅

=
1⇤
�

⌥

m>0

(�)j+ma+
jma+

j�m|0⇥ is	
  the	
  lowest	
  energy	
  	
  
eigenstate	
  of	
  HP	
  with	
  

E0	
  =	
  -­‐	
  GΩ.	
  

closed	
  shell	
  



Since	
  the	
  eigenvalue	
  of	
  this	
  state	
  is	
  equal	
  to	
  the	
  trace	
  of	
  the	
  matrix	
  HP,	
  all	
  other	
  eigenstates	
  	
  
of	
  HP	
  which	
  are	
  orthogonal	
  to	
  |ψ0>	
  must	
  be	
  degenerate	
  with	
  eigenvalue	
  zero.	
  This	
  is	
  because	
  	
  
the	
  sum	
  of	
  all	
  eigenvalues	
  equals	
  the	
  trace	
  of	
  the	
  Hamiltonian	
  matrix	
  and	
  because	
  this	
  
par?cular	
  matrix	
  HP	
  is	
  nega?ve	
  definite.	
  	
  	
  

|ψ0>	
  is	
  shijed	
  downward	
  in	
  energy	
  by	
  –GΩ.	
  	
  
All	
  other	
  states	
  with	
  J≠0	
  are	
  not	
  affected.	
  

J=0	
  

J≠0	
  

–GΩ	
  

2	
  valence	
  neutrons	
  in	
  h9/2.	
  



b)	
  n	
  –	
  par?cles	
  in	
  a	
  single-­‐j	
  shell	
  

Filling	
  the	
  1g9/2	
  orbital.	
  



The	
  Hartree-­‐Fock-­‐Bogoliubov	
  Approxima?on	
  

Pure	
  Slater	
  determinants	
  ⇒	
  occupa?on	
  numbers	
  n={0,1}.	
  This	
  is	
  strictly	
  valid	
  only	
  for	
  doubly	
  magic	
  nuclei.	
  
All	
  others	
  have	
  par?ally	
  occupied	
  shells	
  with	
  a	
  high	
  density	
  of	
  almost	
  degenerate	
  states	
  that	
  are	
  mixed	
  by	
  
the	
  residual	
  two-­‐body	
  interac?on:	
  nuclear	
  pairing	
  scheme.	
  

1.	
  Pairing	
  correla?ons	
  

→	
  concept	
  of	
  independent	
  quasi-­‐par?cles	
  defined	
  by	
  the	
  Bogoliubov	
  transforma?on:	
  

which	
  relates	
  single-­‐par?cle	
  states	
  to	
  quasipar?cle	
  states.	
  In	
  compact	
  nota?on:	
  	
  

⇒	
  the	
  transforma?on	
  matrix	
  is	
  unitary.	
  

b+
n =

�

i

(Uin a+
i + Vin ai)

�
b
b+

⇥
=W+

�
a
a+

⇥
, W =

�
U V �

V U�

⇥



The	
  ground	
  state	
  of	
  the	
  system	
  is	
  determined	
  by	
  the	
  condi?on	
  that	
  it	
  is	
  the	
  quasi-­‐
par?cle	
  vacuum:	
  

→	
  quasi-­‐par?cle	
  wave	
  func?ons	
  in	
  coordinate	
  space:	
  	
  

the	
  single-­‐par?cle	
  density:	
  

the	
  pair	
  tensor:	
  

The	
  completely	
  an?symmetric	
  state	
  |Φ	
  >	
  is	
  a	
  quasipar?cle	
  vacuum	
  if	
  and	
  only	
  if	
  the	
  associated	
  
generalized	
  density	
  matrix	
  	
  

sa?sfies	
  the	
  rela?ons:	
  

bn|�⇥ = 0 �n

�n =

⇤
�(U)

n (⌃x)
�(V )

n (⌃x)

⌅
=

� ⇧
i Uin⇥i(⌃x)⇧
i Vin⇥i(⌃x)

⇥

⇥ij = ⇥�|a+
j ai|�⇤ = (V �V T )ij = ⇥�ji

�ij = ⇥�|ajai|�⇤ = (V �UT )ij = ��ji

R =
�

⇥ �
��� 1� ⇥�

⇥

R2 = R R+ = R



2.	
  Hartree-­‐Fock-­‐Bogoliubov	
  equa?ons	
  

→	
  derived	
  from	
  the	
  varia?onal	
  principle	
  by	
  using	
  a	
  quasipar?cle	
  vacuum	
  as	
  the	
  trial	
  wave	
  func?on.	
  

The	
  qp	
  vacuum	
  is	
  not	
  an	
  eigenstate	
  of	
  the	
  par?cle	
  number	
  operator	
  →	
  addi?onal	
  constraint:	
  the	
  
average	
  number	
  of	
  par?cles	
  =	
  number	
  of	
  par?cles	
  in	
  the	
  system.	
  

⇒	
  minimize	
  the	
  expecta?on	
  value	
  of	
  the	
  hamiltonian:	
  

< �|N |� >=< �|
�

i

a+
i ai|� >= tr� = N̄

Ĥ = H � µN

=
�

ij

< i|T � µ|j > a+
i aj +

1
4

�

ijkl

< ij|V |kl > a+
i a+

j alak

E[⇥,�] �< �|Ĥ|� >� E[R]

�E[⇤,⇥,⇥�] =
⇤

ij

⇧E

⇧⇤ij
�⇤ij +

1
2

⇤

ij

�
⇧E

⇧⇥�ij
�⇥�ij +

⇧E

⇧⇥ij
�⇥ij

⇥



Hartree-­‐Fock	
  hamiltonian	
   Pairing	
  field	
  

DEF.	
  the	
  quasipar?cle	
  hamiltonian:	
  

⇒	
  the	
  varia?onal	
  equa?on	
  reads:	
  

Hartree-­‐Fock-­‐Bogoliubov	
  equa?on	
  

hij =
⇥E[R]
⇥�ji

= h�ji �ij =
⇥E[R]
⇥��ij

= ��ji

hij =< i|T � µ|j > +
�

kl

< ik|V |jl > ⇥lk �ij =
1
2

�

kl

< ij|V |kl > �kl

H =
�

h �
��� �h�

⇥

�{E[R]� tr�(R2 �R)} = 0

�
h �
�� �h�

⇥ �
Un

Vn

⇥
= en

�
Un

Vn

⇥

[H,R] = 0



The	
  HFB	
  equa?on	
  is	
  nonlinear.	
  Solu?on	
  by	
  itera1on.	
  

1)	
  ini?al	
  guess	
  for	
  the	
  density	
  and	
  pair	
  matrices	
  ρ	
  and	
  κ	
  
	
  
2)	
  calculate	
  the	
  Hartree-­‐Fock	
  hamiltonian	
  h	
  and	
  pairing	
  field	
  Δ	
  
	
  
3)	
  solve	
  the	
  eigenvalue	
  HFB	
  equa?on	
  
	
  
4)	
  from	
  the	
  eigenvectors	
  evaluate	
  the	
  new	
  density	
  and	
  pair	
  matrices.	
  
The	
  trace	
  of	
  the	
  density	
  matrix	
  will	
  not,	
  in	
  general,	
  be	
  equal	
  to	
  the	
  	
  
number	
  of	
  par?cles	
  in	
  the	
  system	
  -­‐>	
  change	
  the	
  chemical	
  poten?al	
  
μ	
  →	
  μ	
  +	
  δμ	
  un?l	
  the	
  trace	
  equals	
  the	
  desired	
  number	
  of	
  par?cles.	
  
	
  
5)	
  repeat	
  steps	
  2)	
  →	
  4)	
  un?l	
  two	
  successive	
  calcula?ons	
  give	
  the	
  	
  
same	
  density	
  and	
  pair	
  matrices	
  to	
  a	
  desired	
  accuracy.	
  	
  	
  

The	
  sta?onary	
  value	
  of	
  the	
  energy	
  func?onal:	
  

1.  Quasipar?cle	
  basis	
  φn	
  →	
  diagonalizes	
  the	
  generalized	
  one-­‐body	
  matrix	
  R.	
  
2.  Canonical	
  basis	
  ψi	
  →	
  diagonalizes	
  the	
  one-­‐body	
  density	
  ρ.	
  
3.  Hartee-­‐Fock	
  basis	
  →	
  diagonalizes	
  the	
  mean-­‐field	
  Hamiltonian	
  h.	
  

E =< ⇥|H|⇥ >= µN̄ + tr(h⇤� ���)� < ⇥|V |⇥ >



3.	
  Symmetries	
  and	
  constraints	
  

i)  symmetries	
  related	
  to	
  the	
  shape	
  of	
  the	
  nucleus	
  –	
  spherical,	
  axial	
  quadrupole,	
  triaxial	
  quadrupole,	
  
octupole	
  

ii)	
  	
  	
  ?me-­‐reversal	
  symmetry	
  –	
  for	
  even-­‐even	
  nonrota?ng	
  nuclei.	
  The	
  crea?on	
  of	
  a	
  quasipar?cle	
  or	
  the	
  
rota?on	
  of	
  the	
  nucleus	
  breaks	
  ?me-­‐reversal	
  symmetry.	
  

The	
  landscape	
  of	
  the	
  energy	
  as	
  a	
  func?on	
  of	
  a	
  shape	
  degree	
  of	
  freedom	
  is	
  explored	
  with	
  the	
  help	
  of	
  
constraints.	
  
	
  
The	
  equa?ons	
  of	
  mo?on	
  are	
  obtained	
  by	
  minimiza?on	
  of	
  a	
  Routhian:	
  

with	
  a	
  constraint	
  on	
  the	
  expecta?on	
  value:	
  

E = ⇥Ĥ⇤ �
�

q=p,n

�q⇥N̂q⇤ �
�

�

��⇥Q̂�⇤

⇥Q̂�⇤ � ⇥�|Q̂�|�⇤ = Q�
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Ĥ 0 = Ĥ � �Q̂

→	
  Routhian:	
  

� =
dE

dq



4.	
  The	
  BCS	
  approxima?on	
  

→	
  well	
  defined	
  only	
  in	
  the	
  case	
  of	
  ?me-­‐reversal	
  invariance	
  -­‐>	
  Kramers	
  degeneracy	
  	
  
of	
  single-­‐par?cle	
  states:	
  	
   for	
  ?me-­‐conjugate	
  partners	
  

The	
  BCS	
  approxima?on:	
  forces	
  the	
  pairing	
  	
  
poten?al	
  to	
  be	
  diagonal	
  in	
  the	
  basis	
  of	
  the	
  	
  
eigenstates	
  of	
  the	
  mean-­‐field	
  poten?al:	
  

The	
  pairing	
  problem	
  reduces	
  to	
  the	
  determina?on	
  of	
  occupa?on	
  amplitudes	
  	
  
by	
  solving	
  the	
  gap	
  equa?on:	
  

The	
  two-­‐component	
  wave	
  func?ons	
  become	
  simply:	
  	
  

�n = �n̄ �n,�n̄

� =
�

0 d
�dT 0

⇥

dnm̄ = �nmdnm̄, h⇤n = ⇥n⇤n

(⇥n � µ)(u2
n � v2

n) + 2dnn̄unvn = 0

�(U)
n = un⇥n �(V )

n = vn⇥n



2+1	
  excita?on	
  energies	
  in	
  Sn	
  isotopes:	
  

…	
  between	
  2	
  and	
  30	
  nucleons	
  (1	
  to	
  15	
  pairs)	
  are	
  distributed	
  over	
  the	
  available	
  five	
  	
  

neutron	
  orbitals	
  2d5/2,	
  1g7/2,	
  1h11/2,	
  3s1/2,	
  2d3/2.	
   	



n-­‐par?cles	
  in	
  non-­‐degenerate	
  shells:	
  BCS	
  



…	
  consider	
  a	
  general	
  trial	
  wave	
  func?on:	
   |0̃� =
�

�>0

(u� + v�a+
� a+

�̄ )|0�

closed	
  shell	
  BCS	
  ground	
  state.	
  Not	
  	
  
an	
  eigenstate	
  of	
  the	
  	
  
number	
  operator.	
  

…	
  normaliza?on:	
   �0̃|0̃⇥ =
�

�>0

(u2
� + v2

�)

�0̃|n̂|0̃⇥ =
�

�>0

2v2
�

�n2 = ⇥0̃|n̂2|0̃⇤ � ⇥0̃|n̂|0̃⇤2 = 4
�

�>0

u2
�v2

�

…	
  par?cle	
  number:	
  

…	
  par?cle	
  number	
  uncertainty:	
  

The	
  uncertainty	
  in	
  the	
  par?cle	
  number	
  arises	
  from	
  those	
  single-­‐par?cle	
  states	
  that	
  are	
  	
  
frac?onally	
  occupied,	
  i.e.	
  	
   u2

� �= 0, 1 v2
� �= 0, 1



The	
  coefficients	
  uυ	
  and	
  vυ	
  are	
  determined	
  from	
  a	
  constrained	
  varia?onal	
  calcula?on:	
  

��0̃|H|0̃⇥ = 0

H = H � ⇥n̂ =
�

�>0

(�� � ⇥)(a+
� a� + a+

�̄ a�̄)�G
�

µ,�>0

a+
µ a+

µ̄ a�̄a�

The	
  Lagrange	
  mul?plier	
  is	
  chosen	
  such	
  that	
  the	
  average	
  par?cle	
  number	
  equals	
  the	
  actual	
  	
  
number	
  of	
  valence	
  par?cles:	
  	
  

�0̃|n̂|0̃⇥ = n

⇥

⇥n
⇥0̃|H|0̃⇤ = 0 =� � =

⇥

⇥n
⇥0̃|H|0̃⇤From:	
  

The	
  BCS	
  transforma?on	
  from	
  par?cle	
  crea?on	
  and	
  annihila?on	
  operators	
  to	
  “quasipar?cle”	
  	
  
operators:	
  	
  

c+
� = u�a+

� � v�a�̄

c� = u�a� � v�a+
�̄

inverse	
  transforma?on	
  

a+
� = u�c+

� + v�c�̄

a� = u�c� + v�c+
�̄



The	
  BCS	
  state	
  is,	
  by	
  construc?on,	
  the	
  quasipar?cle	
  vacuum:	
  

c� |0̃⇥ = 0 ��

Rewrite	
  the	
  Hamiltonian	
  in	
  terms	
  of	
  quasipar?cle	
  operators:	
  

H = U0 + H11 + H20 + H02 + Hres

H11 � c+c

H20 � c+c+

Hres � c+c+c+c+ + c+c+c+c + c+c+cc + h.c.

Because	
  of	
  the	
  normal	
  order	
  of	
  the	
  operators,	
  the	
  expecta?on	
  value	
  of	
  the	
  interac?ng	
  	
  
terms	
  in	
  the	
  BCS	
  state	
  vanishes,	
  and	
  the	
  ground-­‐state	
  energy:	
  	
  	
  

⇥0̃|H|0̃⇤ = U0 =
⇧

�>0

�
2(�� � ⇥)v2

� � Gv4
�

⇥
� G

⇤
⇧

�>0

u�v�

⌅2

�⇥0̃|H|0̃⇤ = 0 =� d

dv�
U0 = 0The	
  varia?onal	
  problem: 	





v2
� + u2

� = 1 d

dv�
=

�

�v�
� v�

u�

�

�u�
From:	
  

d

dv�
U0 = 0 =⇥ 2(��

� � ⇥)u�v� = �(u2
� � v2

�) ★	



� � G
�

�>0

u�v�

��
� ⇥ �� �Gv2

�

DEF.	
  the	
  pairing	
  gap:	
  

includes	
  the	
  self-­‐energy	
  correc?on	
  	
  
for	
  a	
  par?cle	
  in	
  a	
  given	
  orbital	
  υ	
  	
  
interac?ng,	
  via	
  the	
  constant	
  pairing	
  	
  
force,	
  with	
  an	
  extra	
  pair	
  of	
  nucleons.	
  

u2
� =

1
2

�
1 +

(��
� � ⇥)⇤

(��
� � ⇥)2 + �2

⇥

v2
� =

1
2

�
1� (��

� � ⇥)⇤
(��

� � ⇥)2 + �2

⇥

…	
  solu?ons:	
  

Two	
  equa?ons	
  are	
  needed	
  to	
  	
  
determine	
  the	
  chemical	
  poten?al	
  
λ	
  and	
  the	
  pairing	
  gap	
  Δ.	
  



Insert	
  the	
  solu?ons	
  for	
  uυ	
  and	
  vυ	
  into:	
  	
  � � G
�

�>0

u�v�

2
G

=
�

�>0

1⇥
(��

� � ⇥)2 + �2

n =
⇤

�>0

�
1� (��

� � ⇥)⌅
(��

� � ⇥)2 + �2

⇥
…	
  plus	
  the	
  par?cle	
  number	
  condi?on:	
  

For	
  a	
  given	
  set	
  of	
  single-­‐par?cle	
  energies,	
  par?cle	
  number	
  n,	
  and	
  pairing	
  strength	
  G,	
  these	
  	
  
two	
  coupled	
  equa?ons	
  have	
  to	
  be	
  solved	
  simultaneously	
  for	
  the	
  unknown	
  quan??es	
  λ	
  and	
  Δ	
  	
  
(solu?on	
  by	
  itera?on).	
  	
  

Gap	
  equa?on	
  



E	
  

v2	
   v2	
  

E	
  

Quasipar?cle	
  vacuum=	
  
ground	
  state	
  of	
  an	
  even-­‐	
  

even	
  nucleus.	
  	
  

One-­‐quasipar?cle	
  state.	
  

Popula?on	
  v2	
  of	
  pairs	
  in	
  single-­‐par?cle	
  levels	
  for	
  different	
  ra?os	
  of	
  the	
  pairing	
  strength	
  	
  
to	
  the	
  average	
  distance	
  between	
  single-­‐par?cle	
  levels.	
  	
  


